Prof. Dr. Alfred Toth
Zu einer semiotischen Codierungstheorie

1. Im folgenden publiziere ich ein undatiertes Typoskript, das ich moglicher-
weise noch in den 1980er Jahren, da ich als Mathematiker bei Max Bense ein
Zweitstudium absolviert hatte, vor allem aber unter seinem Einflufd in Zu-
sammenhang mit der bekanntlich von Bense stark beeinflufdten Informations-
theorie (vgl. etwa das Vorwort Georg Heikes zur 2. Aufl. von Meyer-Epplers
Klassiker [Meyer-Eppler 1969, S. v], das mit Max Benses Werk beginnt) ge-
schrieben hatte. Das Werk ist zwar, was seinen Gegenstand, die Grundlagen
einer semiotischen Codierungstheorie, betrifft, vollstandig, bildet aber trotz-
dem nur ein Kapitel eines nie geschriebenen Buches. Das Manuskript, in dem
die Definitionen aus einer mir nicht mehr eruierbaren Quelle offenbar wort-
lich entommen wurden (vgl. zur Thematik Schulz 1991), ist erst gestern zu-
fallig wieder aufgetaucht, und ich publiziere es hiermit, indem ich die 7 Seiten
photomechanisch reproduziere.
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Vollsténdlge Geaneratormatrix (Zellenvektoren)
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Volistandige Generatormatrix (Spaltenvaktoren)

1040

a1
0o
oo
o0
00
00
o0
oo
o0

]
1
0
]
]
o
0
]
0

00
a0
00
10
o1
00
ga
o0
oo
o0

L e e R S I R o e R e i o

00
00
00
00
o0
00
10
01
oo
00

L=l = = = = I = i = R = = ]

g1
oo
0o
oo
oaQ
00
0aQ
0o
oo
10

11
11
11
o1
o1
o1
0o
0o
0o
00

O 0D O = 0O 0 == O == O

2 o = == O = = 0 3 3

o0
o0
o1
oo
o1
1
10
11
11
g1

O = 4 4O o O oo o
= L= = R = L = = = = R =}

- - DO = D O O O o
= o o o o o o o g



Vollstindige Kontrollmatrix (Zellenvekioren]

1000000000100 0000Q0D
010100700 CQ10000000
0010110111001 000C000
1117000000 Q0000100000
0011901100000 01 0000
000001001 1000001000
1111110000000 000100
000CO00OQ111 0000000010
0000000001000 00O0C001T

Volisténdige Kontrolimatriz (Spaltenvektoren)

1000000000100 00C0CG000
111000000001 000C0000
1111110000001 000000
0101001000000 100000
0001101700000 070000
00000 CQC1T11 0000001000
0010110111000 000100
Jooo0O01T00Y1T 1000000010
ococoo0OQOCQCOCOYITOOQOODOODOAN

Dia Codewdrter sind dia Zeilervekioran X = (%, ..., %,). Fir alle Codewlrter gilt dia
Bezishung

(1} PXT=0.

Diese Bezehung, welche de Grundlage I0r die Fesisieliung von in Codewdram
aulgeirebenen Fahlam ist, kann auch in dar Form

i2) P+ Poeig Py ..+ P =0

notien werden. Dia Vekioren P, (| = 1, ..., n) heiBen Priivektoren, Diese sind die
Spalarvwskiorsn der Kontrollmalris



3
Mun wird anganommen, dal ain Codewort X = (x,, X3, ..., X,) gadalscht wird und

stafidessan aine Kombination X' = &'y, &%, ..., &) empfangen wird. Dann ist deser
Fehilgr - wann dberhaupt - dadurch ekennbar, dal (1) bzw. (2) nicht mehr arfallt ist,
also

[3] E-I'1P|*#EFE+#3F3+...+1’HPHFD

£ st — ebenso wee die Profvektoren — ein Spaltenvekior mil k Elemanteén, man menni
Z den Fehlerveklor oder auch Syndrom. Z = 0 badautet, dai kein (arkennbarar)
Fehlar aufgatreten ist, ansonsten kann aus der Fomm won £ auf die A des Fehilers
gaschlioesan wenden.

Diag lahlarhafie Muster kann awch in der Fom

[4) X=X+F

dargasiallt wardan, Dabei ist F = (f,, f5, fs, ... £} gin aus n Sisllen bestehander
Zallanwvektor, der an dan gesidrien Stellen von X aine 1 aubweisi, an den andenen
ane 0.

Beispial

Als Codewort wlhlen wir das 2. Generaiorwort aus der Makris

¥ =0 100000000010100100) bzw
X =« 0 100000000011 100000)

Gestirt wardan die Stellen 3 und T, s0 dafd

X =0 110001000010100100) baw
¥ =0 110001000011100000)

amplangen wird, Das Fehlarmuster hat dann in der 3. und 7. Stelle eine 1
F =@ 010001000000000 00 ).

Man er=nnt, dall die module 2-Addion X + F aul das galiischbe Muster X" 10k



Aus (4) toign
{5h X=X+F= (0¥ ¥y, ..., ) =y # 1), ¥ +1s x5 +05, ... % +1)
und somit hat T nach (3 auch die Fom

[B) 2w [y + 1)P) (2 4 Ty)P & [y # )Py # ...+ (X, #1 )P, =
[y Py + 2Py + o ¥ Pod + [Py + FPa & o+ 1Pl

Dia arsten durch die Klammer (2. Zeile] zusammeangelaften Summanden stellen
nach (1) die Prifbedingungen fiir sin nicht gestories Codewart dar; diase Summe
verschwindet also. Wi erhalten damit

7 Zuf Py + Py & LPy ., 1P,

Digses Ergebnis (sl bemerkengwsen, well zur Fehlerprafung das rchtige Codewort X
salbst ohne Bedewlung isl, ledighch dis awltreienden Fehlermusiar F = {1, 15, ... 1)

spielen sing Role, Offenbar kbnnen genau die Fehlamuster F ekannt werden, beai
danan (7} auf einen Vakior £ = O fhd,

Wir prifen nun, walche Bedingungen an die Prifeekioren zu sisllen sind, damil gin
Fehlar, zwel Fehler usw. erkannt werden kinnan. Diess Frage entapricht der Er-
mithung der Harmming-Distanz des Codes,

8] Ein aubgetretenar Fehler
Wann an Fabiler im Codewort aultrit, kal ganau airg Stela [ das Fahlgrmusians dia
Wart 1, alle andaren den Wart 0. Nach (T} erhalten wir dann

Z=ip =P, i=1..n

die Bedingung £ = O ritt auf, wann P, = 0 Isl. Falls keiner der n Profvakbonen

varschwindsd, isl ain aultrelander Fahlar in dem Codawort erkannbar, Dar Nullvekior
ist also als Prifeekior nicht zugelassan.

b) Zwil aulgairabens Fahiss
Im Fehlesmuster haben zwed Stellen £ £, (i) den Wert 1. (7) liefert

Z=1F+tP=F+Pl |=1..n iz}
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Dia Fahlar warden arkannt, wenn £ = 0 51, und das hailt, dad dis Summa Twaiar
belisbiger Prifvekioran nicht verechwinden darf. Anders gesagt bedeulst dies, dall
paei baliebige Prifwekionen linear vaneinander unabhdngig sein migsen. Lineare
LUnabhdngighait liegt genau dann vor, wenn sich alle Prifvektoren wonainander
unierschekden. Dabel dad der Mullvekior kein Prifesktor sain.

&) Drai aulgeiratana Fehlar
Entsprechende Uberagungen wie oben fihren zu der Bedingung

Z=F+P+Py=0i=jzk

[heges badautet, daf I'.'I-H-Ilﬂ:llgﬂ der-Kombinationen «on Frifvekionen lingar won-
ifiandir unabhdngig sen missan,

Wie giaht s mi den Volisidndigen semictischan Kontrolmaltrizen aus? Keiner der 19
Profvekioren (Spalten der Matrix P) ist der Nullvektor; der Code kann also minda-
stans snen Fehler edkannen. Oa sich alle Privaestoren voneinander untsrscheidsn,
gind je zweil Profvekioren linear unabh@inglg. Dies gilt ebentalls 10r 3er-Kombina-
tionan, denn as schaint keine Glaichung der Form P+ P = P, (mit | = | = k) arflll 2u
sain. Es gibt jecoch Beispiele fir die Gleichung der Form P+ F; + Py = By imiti=j= k
#]:

P5+ PE_'l-Pl:'P..

Da also der semiolische Code 3 Fehler erkennen kann, hat er aine Hamming-Distanz
wvor h =4,

Ein aligemaingr Weg zur Lokallsierung einer falschen Stelle eines Codes besieht
darin, daf zu jedem mighchen Fehlermuster der Fehlarvektor Z (das Syndrom)
berechneat wird und aus dissem auf den Fehler rickgeschicssen wird.

a) Fahlar in der 1. Codewortstalle:
F={1 0 DDCII:I-DDI}{I1D{IDDDUDI:I-]
Mach (7)) und den Prifvakioren erhili man

Z=Py=(1 DO1001 00T (=31211.1)



b) Fehler in der 1, und 5. Codewortstalle:
Fe(l O 0010000010000 0000)

ZaP,+Pgui{l DO100100 T+ 0 1010100T=
(10 11100007 (=2221131.1)

c) Fehlar in dar 1., 5. und & Codewartstelia:
F=(10 001000001 00000000)

Z=P,+Pg4Pg=(1 00100100)7T+(0 0 10 1010007+

© 01001010)T=(1 00111010
(=322322211.1)

Syndrom-Decodierung:

Sel C < V &in linearer Code, der t-fehlerkorrigierand ist. Man erstallt eine Liste der
rigbgnklassanantuhrar (= Fehdesmuster) und der zugehdnigen Syndrome;

Nebenklassenaniibrar Syndrome

1000000060 101001040
010000000 010100100
0010000040 00110017040
Co0100000 010010100
o001 0000 0010101040
00001000 0010011040
Oo0000T00 10010010
000G OO00D010 0019100140
OC00O00O0ODQON 001001010
Q00000 O0DQO0 001001001

Fir ginan empfanganen Vekbor x

1. Berechniet man das Syndram s(x)

Seix={101 01001 0.iInFrage kommen lolgends Syndnome;



weganlan1. Stalle: (1 00100100
wegen 1and. Selle: (0 01100100
wagan 1anb. Shalec (0 01 01 Q01 0 Q)
wegen 1ang. Stellec (0 @1 01 0014
modulo 2-Addition: (1 01 006 011 Q)
2 Sucht dies in dar Liste dar Syndrome:
existiert micht
3 Sialit den zugehdrigen Nebenkiassenanhihrer fesi
wrumiaglich!
dq Deoocieiet X Fu G o= X + @
unrmaglich!
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